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RESUMO

Introduz-se no modelo Solow-Swan a migragdo como uma dindmica satisfacing. A conclusdo geral
esta de acordo com a abordagem tradicional: as caracteristicas da economia domeéstica (ED) no
estado estacionério dependem do saldo migratorio liquido. Entretanto, novos resultados sdo obtidos.
A ED nd pode trilhar sua trgetoria de crescimento equilibrado como uma perpétua
receptora/fornecedora liquida de méo-de-obra. Caso a ED apresente em seu estado estacionario um
saldo migratério liquido nulo, o tamanho de sua populacdo depende das condicdes iniciais (path
dependence). O "efeito congestionamento” da imigracdo liquida abre a possibilidade de existéncia
simultanea da ED e do resto do mundo.
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ABSTRACT

Migration as a satisfacing dynamics is introduced into the Solow-Swan model. The genera
conclusion is in agreement with that of the traditional approach: the steady-state features of
domestic economy depends on the net migration rate. However, there are new outcomes. The
domestic economy cannot be a perpetua host/supplier of migrants in its balanced growth path. If
the domestic economy shows a zero-net migration rate in the steady state, then the population level
will depend on the initial conditions (path dependence). A "congestion effect” resulting from net
migration opens the possihility of simultaneous existence of the domestic economy and the rest of
the world.
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1. INTRODUCAO

O presente trabalho toma como ponto de partida 0 modelo de crescimento econdmico
Solow-Swan e introduz em tal cendrio 0 processo de migracdo que se desenrola num ambiente de
raciondlidade limitada. Essa andlise € realizada considerando a migracdo como um jogo
evolucionario, representado formalmente por uma dinamica de replicacdo, obtida a partir da
interpret?@éo da migracdo como um processo que se desenrola num ambiente de racionalidade
limitada.

Este texto esta organizado como segue. Na proxima secdo apresenta-se um modelo de
crescimento Solow-Swan com migragdo desenvolvido por Barro e Sala-i-Martin (2001, cap. 9), o
gual sera utilizado como referéncia na avaliagdo dos resultados alcangados no modelo proposto no
presente artigo. Na terceira se¢do deriva-se uma dindmica de replicacdo que descreve o fluxo
migratério entre a economia domeéstica e o resto do mundo como uma dindmica evolucionéria do
tipo satisfacing. Na quarta secéo estuda-se as caracteristicas qualitativas do processo que emerge da
interacdo entre a dindmica de replicacdo associada ao fluxo migratorio e a equacdo fundamental de
crescimento Solow-Swan. Na quinta secdo faz-se uma andlise qualitativa das propriedades de
convergéncia de uma extensdo do modelo basico desenvolvido na secdo anterior. Em tal extenséo é
levado em consideracdo um "efeito congestionamento” que pode ser gerado pela migracéo, devido a
existéncia de um fator de producdo fixo na economia, que leva ao aparecimento de uma espécie de
retornos decrescentes de escala. Nas consideragdes finais s8o resumidos 0s principais resultados do
artigo.

2. MACRODINAMICA DE CRESCIMENTO SOLOW-SWAN COM MIGRAGCAO: UM MODELO DE
REFERENCIA

Como é bem conhecido, 0 modelo de crescimento Solow-Swan € construido como uma
pardbola de uma economia fechada que produz um unico bem, que pode ser utilizado tanto como
bem de consumo quanto como bem de capital. Em tal cendrio € suposto que a poupanca (S) é uma
fracdo constante e exogenamente determinada 0<s<1 da renda (Y), que toda a poupanca é
convertida automaticamente em investimento (1 = S) e que a populagéo (forca de trabalho) cresce
a uma taxa exogena constante n > 0. As possibilidades tecnoldgicas da economia sdo sintetizadas
numa funcdo de produgdo neoclassica bem comportada homogénea de grau um com progresso
técnico exdgeno do tipo Harrod-neutro:?

oF oF 0°F 0°F

Y =F(K,L), com = ->0, —=>0, ——<0 e —-<0 (2.1)
oK oL oK oL

para todo K >0 e L>0, sendo L=Le* a quantidade de trabalho em unidades de eficiéncia® e
x>0 a taxa de progresso técnico aumentador de trabalho suposta constante e exogenamente
determinada. Além disso, supde-se que 0 estoque de capital apresenta uma taxa de depreciacéo
exogena e constante 0<d <1.

1 O presente artigo insere-se, do ponto de vista metodolégico, num conjunto de trabalhos que tratam de questdes
classicas dentro teoria econdmica utilizando-se de uma abordagem da teoria dos jogos evolucionérios. Entre tais
trabal hos pode-se citar: Prado (1999); Prado (2001); Soromenho, Kadota e Prado (2001); Bonomo, Carrasco e Moreira
(2003); Prado, Kadota e Soromenho (2003); Silveira (2003) e Silveira e Sanson (2003).

# Sera usada aqui basi camente a mesma notacio de Barro e Sala-i-Martin (2001). Uma excegéo importante diz respeito

arazo capital-trabalho em unidades de eficiéncia, aqual estes autores associam o simbolo K e aqui, por conveniéncia,

sera utilizado simplesmente K .
% Dagui em diante onde for conveniente seré utilizado o termo "efetivo" como sindnimo de "unidades de eficiéncia’.



A partir de tais premissas pode-se deduzir a conhecida equacdo fundamental de crescimento
Solow-Swan com progresso técnico Harrod-neutro:*

k=sf (k)= (d+n+x)k, (2.2)

sendo k=K /L arazso capital-trabalho efetivo e f (k) = F(k,1) a funcdo de produgdo na forma
intensiva em unidades de eficiéncia.

Barro e Sada-i-Martin (2001, cap. 9) incorporam a migracao nesta versdo padréo do modelo
Solow-Swan. No restante desta secéo apresenta-se tal extensdo que sera utilizada no presente artigo
como um modelo de referéncia. Supondo que as populactes da economia doméstica (L) e do resto
do mundo crescem a mesma taxa constante n >0, ataxa de variacdo da populacdo doméstica pode
Ser expressa como segue:

L=nL+M, (2.3

naqual M é amigracao liquida por unidade de tempo. Quando M >0 ataxade variagdo daforca de
trabalho doméstica supera a do resto do mundo, ou sgja, a economia doméstica € uma receptora
liquida de mé&o-de-obra. Quando M <0 0 oposto ocorre, de maneira que a economia torna-se uma
fornecedora liquida de méo-de-obra.

Geramente os migrantes ndo carregam consigo grande quantidade de capital fisico, mas
levam uma quantidade consideravel de capita humano. Como em Barro e Sala-i-Martin (2001, p.
286-287), trabalhar-se-4 com um conceito amplo de capital que incorpore estes dois tipos. Sgja K a
guantidade de capital que cada migrante carrega consigo. A variagdo no estoque de capital agregado
da economia doméstica, portanto, passa a depender também do saldo migratério, isto &

K =sF(K,L)- K +&M . (2.4)

Utilizando (2.1), (2.3) e (2.4) a equacdo fundamental de crescimento Solow-Swan com
migracdo pode ser escrita como segue:

k=sf (k) = (0 +n+x)k - (k-«)m, (2.5)

naqual k é a quantidade de capital em unidades de eficiéncia que cada migrante carrega consigo e
m=M /L o fluxo migratério liquido em unidades de populacdo doméstica. Seguindo Barro e Sala
i-Martin (2001, p. 288) assumir-se-a que 0 resto do mundo encontrase préximo ao estado
estacionario de maneirague x pode ser considerado constante.

Estes autores argumentam que o fluxo migratério liqguido mantém uma relacéo positiva com
o diferencia de salérios reais efetivos entre a economia domeéstica e o resto do mundo e postulam a
seguinte funcdo migracéo (Barro e Sala-i-Martin, 2001, p. 288):

m=m(k), com m'(k) >0 paratodo k >0. (2.6)

Suponha-se constante o0 salario do resto do mundo em um nivel « >0. Uma elevagdo da razéo
capital-trabalho efetivo da economia doméstica aumenta o seu salario real efetivo. Isto melhora, por
sua vez, o diferencial de saarios efetivos em favor da economia doméstica e, consequentemente,

aumenta o saldo migratorio liquido desta economia. Seja k o valor darazzo capital-trabalho efetivo
que torna nulo o saldo migratério liquido, ou seja, tal que m(k) =0.> Paravalores k<k (k>k),
portanto, a economia é um receptora (fornecedora) liquida de méo-de-obra.

* Como de praxe, um ponto sobre uma variavel qualquer z indica sua taxa de variaggo instantanea com rel agio ao tempo
t,isto & z=dz/dt.

® A existéncia de tal valor é suposta por Barro e Sala-i-Martin (2001, p. 288). Se k existe ele é tnico, pois m'(k) >0
paratodo k > 0.



Considerando a funcdo migracdo (2.6) e a equacéo fundamental de crescimento Solow-Swan
com migracdo (2.5), a equacao diferencial que passa a governar a transicéo de estado da economia
doméstica &

k=sf (k) = (0 +n+x)k = (k —x)m(K) . (2.7)
A existéncia e unicidade da trgjetdria de crescimento equilibrado pode ser demonstrada,

como fizeram Barro e Salai-Martin (2001, p. 289-290), com base em um diagrama de crescimento
reproduzido na Figura 1 adiante.

[FIGURA 1 AQUI]

Deste diagrama se pode extrair informacfes sobre 0 comportamento da taxa de crescimento
darazéo capital-trabalho efetivo, determinada a partir de (2.7):

E:s$—(5+n+x)—£(k), (2.7-a)
naqua (k) =[1-(x/k)Im(k) .

A partir da hipétese sobre tecnologia (2.1) segue que o produto médio do capital f (k)/k é

uma funcdo estritamente decrescente da raz&o capital-trabalho efetivo.® Considerando as condicdes
de Inada’ fica garantido que:

lim sf (K)/k =+ & lim sf (K)/k=0. (2.9)
0" o +00

A taxa de depreciacdo efetiva® (J+n+x) +&(k), é uma funcio estritamente crescente da
razéo capital-trabalho efetivo, pois Barro e Sala-i-Martin (2001, p. 289) supdemque k >« e

&'(K) :%m(k) +(1—%jm’(k) >0 paraqualquer m(k). (2.9

Desde que K>k ek <o segue que:

kIim+[1— (k/k)mk)<0 e Iki[r;[l— (kk)]m(k) > 0. (2.10)

A partir dos limites (2.8) e (2.10) e da continuidade de (2.7-a), infere-se pelo teorema do valor
intermediario que existe um valor k, >« ta que a taxa de crescimento da razéo capital-trabalho

efetivo € nula. Dado que a produtividade média do capital € uma funcédo estritamente decrescente da
razéo capital-trabalho efetivo, a unicidade de k, € decorréncia direta da suposi¢éo (2.9) 2

s d f(k)_ —[f(k) -k (K]
dk k k?

<0, pois Z—FI: = f (k) —kf'(k) > O por hipétese.

" e sso lim 25 = im 9% = e 1im 2% = jim %5 = 0. Eqtas condigges implicam fim '(K) = +oo e
K-0" 9K L-0" gL Koo K Lo gL k0"

Lim f'(K) =0 (cf. Barro e Sdai-Martin, 2001, p. 16-17).

8 Na qual j& se encontraincorporado o efeito da migragéo sobre o estoque de capital doméstico.
d k_—-gf(k)-k'(k ,
° Poi's supondo (2.9) fica garantido que K = 11 ( Lz (k1 _ &'(K) <0 paratodo k >k .




Nota-se que a priori existem trés possiveis configuracbes do estado estacionario. Caso
k. <k ter-se-a m(k,) <O e, portanto, a economia domestica seréa perpetuamente uma fornecedora

liquida de mdo-de-obra. Se k. >K (cf. Figura 1) ter-se-d m(k,) >0 e, portanto, a economia
doméstica sera uma receptora liquida de méo-de-obra em seu estado estacionario. Finalmente, caso
k. =k a economia domeéstica apresentara um saldo migratério nulo e sua populagdo crescera a

mesma taxa que o resto do mundo. E importante frisar que neste modelo ndo se determina a
distribuicdo da populacdo mundial entre a economia doméstica e o resto do mundo.

A estabilidade assintética da trajetoria de crescimento equilibrado pode ser demonstrada
utilizando-se novamente o diagrama de crescimento da Figura 1. Se k <k, (k>Kk;) a produtividade
média do capital supera a (€ superada pela) taxa de depreciacéo efetiva e, portanto, a razéo capital-
trabalho efetivo cresce (decresce). Enfim, se a razéo capital-trabalho efetivo inicia difere da razéo
capital-trabalho efetivo do estado estacionario a economia converge assintoticamente para esta
dltima.

Como visto, 0 modelo exposto nesta secdo trata a determinacéo dos fluxos migratorios com
base em uma funcdo migracdo postulada. Ha varias formas de prover microfundamentos para tal
funcdo. O presente trabalho propde derivala como uma dinamica de replicagdo, deduzida a partir
da hipétese de que quanto mais baixo € o salério efetivo numa economia maior a proporcdo de
individuos insatisfeitos que migram para outras economias em busca de maiores salarios. Cabe
sdientar que a fungdo migracdo a ser derivada na proxima segdo ndo tera como argumento apenas a
razdo capital-trabaho efetivo da economia doméstica, mas também a fragdo da populacdo mundial
gue pertence a economia domeéstica. Isto implica a consideracéo explicita da influéncia da
distribuicdo da populacdo mundial sobre o processo de acumulacdo de capital da economia
domestica.

3. A MIGRACAO ENTRE A ECONOMIA DOMESTICA E O RESTO DO MUNDO COMO UMA DINAMICA
SATISFICING

Nesta secéo deriva-se um modelo de jogo evolucionario que determina o fluxo migratorio
liquido da economia doméstica a cada periodo supondo livre mobilidade de trabalho. Dividir-se-3,
portanto, a populagdo mundial em duas partes. uma delas a propor¢do ¢ da populacdo mundia que
trabalha na economia doméstica e a outra a proporgdo restante, 1-/, que trabalha no resto do
mundo. Embora possa ocorrer heterogeneidade de salérios efetivos entre a economia domeéstica e o
resto do mundo, supde-se que ha uniformidade de saléarios efetivos na economia doméstica, bem
como no resto do mundo.

Considera-se que um trabalhador tipico da economia doméstica ao receber seu saario
efetivo f (k) —kf'(k) o compara com um nivel avo W, que o satisfaria,”® dagqui em diante

sinteticamente denominado meta salarial. Se o0 salario efetivo ganho pelo trabalhador doméstico for
igual ou superior a esta meta saarial ele ndo cogitaria emigrar. Entretanto, caso a meta salarial néo
seja alcancada o trabalhador doméstico torna-se um emigrante em potencial.™ Analogamente, um
trabalhador do resto do mundo que recebe um salario efetivo a. a0 comparar com sua meta salarial
W, SO se tornara um potencial imigrante para a economia doméstica caso seu salario efetivo sgja

inferior a sua meta salarial.

A meta sdarial de um individuo qualquer depende, entre outras coisas, de caracteristicas
idiossincraticas como, por exemplo, o grau com que desgja melhorar seu padréo de vida ou
ascender socialmente. Assumir-se-a que ta meta € determinada aeatoriamente de maneira
independente entre os individuos e no tempo. Mais precisamente, supde-se que as metas salariais,

10 Em Vega-Redondo (1996, p. 91) o nivel de referéncia do payoff é denominado target level of satisfaction.
A derivacgo de uma satisficing dynamics associada ao fluxo migratério exposta adiante segue as mesmas linhas da
derivacdo de uma satisficing dynamics geral encontrada em Vega-Redondo (1996, p. 91).



tanto da economia doméstica como do resto do mundo, sgjam uniformemente distribuidas. Segja
f () afuncdo densidade de probabilidade uniforme, definida por:

1/2a, se —a<w <a ,
.. ,comi=d,rm (3.1
0, caso contrario

f(v—vo:{

e suporte [-a,a], sendo a= max{|f(k)—kf’(k)—w|,DkD(K,IZ] O D} 0 méximo diferencial de

salérios efetivos entre a economia doméstica e o resto do mundo e k amaior razéo capita-trabalho
efetivo apresentada pela economia doméstica ao longo da sua trajetéria de crescimento. Obtém-se,
entdo, a seguinte funcéo de distribuicdo acumulada:

w1 w +a

F(w)= I_agdz: o (3.2)

com w, = f(k)—kf'(k) na economia doméstica e w, =w no resto do mundo. A funcéo (3.2)

fornece a probabilidade de selecionar aleatoriamente um individuo da i-ésima economia cuja meta
sdarial (W) sgja menor ou igual a0 saario efetivo vigente nesta economia (w;). Portanto, a

probabilidade de observar um individuo da i-ésima economia que recebeu um salério abaixo de sua
meta salarial é dada por:

a-w

1- F(w,) = (33)

Em outras palavras, com esta probalidade encontra-se aleatoriamente um individuo da economia i
ndo satisfeito com seu salario e que esta revisando sua escolha relativa a regido onde trabalhar.

A probabilidade de um emigrante de qualquer parte do resto do mundo escolher a economia
domeéstica em andlise € suposta como sendo igua a fracdo da populacdo mundial trabalhando na
economia doméstica (¢).** Logo, considerando (3.3), a imigracdo estimada para a economia
domestica em unidades de populacdo mundial &

(a _ “’jz(l— ) (3.4)
2a

Desde que a economia mundial esta dividida em duas regides, a probabilidade do emigrante
da economia domeéstica escolher qualquer outra economia para trabalhar coincide com a fracéo da
populacdo mundia que esta trabalhando no resto do mundo (1-/¢). Portanto, dada a probabilidade
(3.3), aemigracéo da economia doméstica em unidades de populacdo mundial € estimada em:

{a-[f(k)-kf’(k)]
2a

}(1— 0 (3.5)

Normalizando, sem perda de generalidade, a constante a em um, o saldo migratério liquido

da economia doméstica (7 ), obtido da diferenca entre o influxo (3.4) e o efluxo (3.5), é expresso
como:*®

7= 00— 0)[f(K) -k '(K) - ad]. (3.6)

12 Esta formul agBio pode ser vista como representando um processo de imitago direta, no qual cada agente revisor adota
a estratégia de um outro agente observado ao acaso (Weibull, 1995, cap. 4).

13 Seria possivel apresentar uma derivacio alternativa da dindmica de replicacéo (3.6) baseada em custos de mudanca
aleatorios, que incluiria ndo sb custos monetarios explicitos mas também custos psicol 6gicos gerados pela migragao.
Uma derivagdo nesta linha pode ser encontrada em Silveira e Sanson (2003, Apéndice 1).



Essa equacdo diferencid é uma dindmica de replicacdio,’* que apresenta a propriedade de
monotonicidade nos payoffs.®> Ou seja, a proporcéo com que a estratégia "trabalhar na economia
domestica" € adotada aumenta (diminui) se, e somente se, 0 payoff desta estratégia (o salério efetivo
da economia doméstica) supera o0 (€ superado pelo) payoff da estratégia "trabalhar no resto do
mundo” (o salério efetivo do resto do mundo).

Deduzida a dindmica de replicacdo associada a0 processo de migracdo, cabe estabelecer
explicitamente a relacdo entre tal dindmica e a funcdo migracdo postulada em (2.6). Para um dado
instante inicial t, a populagdo mundial encontra-se em um nivel N,>0. Como a populagdo

mundial cresce a uma taxa constante e exégena n>0, a populacdo mundia em um dado instante
t>t, sera

N =N,e"'™, (3.7)

Lembrando que L denota a populacdo da economia doméstica no instante t, a fracdo da populacéo
mundial trabalhando na economia doméstica ou, equivalentemente, a populacdo doméstica em
unidades de populacdo mundial no instantet &

L

f = W . (38)
0
A partir de (3.8) infere-se que:
ézﬁ_n, (39

entdo, considerando (2.3) e a definicdo m=M /L, conclui-se que a taxa de crescimento da fragéo
da populacdo mundial residindo na economia doméstica € igual ao fluxo migratorio liquido em
unidades de populacdo doméstica, ou sga

‘

c=m. (3.10)

Considerando a dinamica de replicacéo (3.6) e a relacdo (3.10), fica demonstrado que a funcéo
migracdo (2.6) esta sendo substituida por:

m=@-0)[f(K)—kf'(K) -] (3.6-3)

Essa funcdo migracdo € uma expressao do processo migratorio com fundamentos microecondmicos
oriundos de diferencas idiossincréticas entre as metas salariais dos trabalhadores. Como na funcéo
migracdo postulada em (2.6), na funcdo migracéo (3.6-a) um aumento da razdo capital-trabalho
efetivo doméstica, ao elevar o salario real doméstico, aumenta o fluxo migratorio liquido para uma
dada distribui¢cdo da populagdo mundial, pois:

%[ f (k) —kf'(k)]=-kf "(k) >0 paratodo k >0. (3.11)
Além disso, observa-se que o nivel do saldo migratério liquido depende do tamanho da populacéo

do resto do mundo e do diferencial de salérios efetivos entre a economia doméstica e o resto do
mundo.

14 Sobre tal dinamica consulte Hofbauer e Sigmund (1998, cap. 7), Vega-Redondo (1996, cap. 3) e Weibull (1995, cap.
3).

%> T4l propriedade desempenha um papel na modelagem de processos evol ucionérios em um ambiente social andlogo ao
mecanismo de selecdo natural.



O fluxo migratorio liquido sera nulo caso toda a populacdo mundial sgja completamente
absorvida pela economia doméstica (¢ =1) ou a razdo capital-trabalho efetivo atinja o nivel k_,

definido implicitamente por:
f(k.)-k.f'(k.)-w=0, (3.12)

no qua o salério efetivo doméstico iguala-se ao saério efetivo do resto do mundo. Como sera
demonstrado nas duas proximas segdes, o valor k. exerce no modelo evolucionario agui proposto o

mesmo papel que o desempenhado pelo valor k no modelo de referéncia apresentado na secéo

anterior. Como Barro e Salai-Martin (2001, p. 288) fizeram com respeito ao valor k, sera
assumido que o valor k, existe. Sua unicidade decorre de (3.11).

Finalmente, cabe sdlientar que Barro e Saa-i-Martin (2001, p. 288, nota 4) adotam a seguinte
premissa com respeito a funcdo migracdo (2.6): assumimos que imigracdo e emigracdo nao
ocorrem simultaneamente, tal que migracdo liquida e bruta coincidem. Geralmente, a
heterogeneidade do capital humano ou de outras variaveis poderia fazer com que fluxos brutos
excedessem fluxos liquidos (Traducéo e grifos do autor). Na fungdo migracdo (3.6-a), entretanto, ha
imigracdo e emigracdo simultaneamente na economia doméstica devido a heterogeneidade dos
individuos com relacdo a meta saarial. Assm, a equalizacdo entre os salarios efetivos da economia
doméstica e do resto do mundo, gue torna o saldo migratério liquido nulo, significa simplesmente
gue influxo e efluxo de migrantes na economia doméstica se contrabalancam. Ou sgja, mesmo com
a igualacdo dos salarios efetivos entre a economia doméstica e 0 resto do mundo ha individuos
nestas regibes que estdo insatisfeitos com seus sdlarios e migram em busca de melhores
remuneracoes.

Em posse da dindmica de replicagdo (3.6) e da nova funcdo migracéo (3.6-a), 0 proximo
passo é analisar as implicacOes da interacdo do processo migratério e a dindmica de crescimento
Solow-Swan numa economia aberta a migracéo.

4. A INTERACAO ENTRE A DINAMICA MIGRATORIA SATISFACING E A DINAMICA DE CRESCIMENTO
SOLOW-SWAN

Introduzindo (3.6-a) na equacdo fundamental de crescimento com migracéo (2.7) resulta
uma equacdo de crescimento que junto a dindmica de replicacdo (3.6) passam a determinar a
trajetoria de crescimento da economia domestica:

k=sf (K) = (0 +n+x)k—@1-0)[ f (k) - kf'(k) - ] (k — k), 1)
v=0(L-0[F(K) -k '(K) - . '
O espaco de estado deste sistema é o conjunto @ ={(k,/) 002 :0</<lek >k >0}.

Se no estado estacionario houver um diferencial de salérios efetivos entre a economia
domeéstica e 0 resto do mundo ndo nulo, ocorre um tipo extremo de distribuicdo da populacéo
mundial. Nesse Ultimo a populacdo do resto do mundo é completamente absorvida pela economia
domeéstica (£ =1) e a razéo capita-trabalho efetivo é igua a razdo capital-trabalho efetivo
estacionaria Solow-Swan K., definidaimplicitamente pela conhecida condicéo:

s (k) - (5 +n+x)k, =0, (4.2)



que torna a razdo capital-trabalho efetivo doméstica estacionéria.*® Do ponto de vista da teoria dos

jogos evolucionérios, esse estado estacionario pode ser caracterizado como um equilibrio de
estratégia pura, pois nele todos os individuos adotam a edtratégia “"trabalhar na economia
domestica’.

Se no estado estacionario os salérios reais efetivos da economia doméstica e do resto do
mundo sdo iguais, hd um saldo migratério nulo e um Unico valor da razéo capital-trabalho efetivo
k., definido implicitamente por (3.12), tal que a economia domeéstica iguala o investimento per
capita e a depreciacéo liquida, independentemente da distribuicdo da populagdo mundial. Em outras
palavras, hd um continuum de pontos de equilibrio {(k,/)0@ 002 :k=k, =k.} se no estado
estacionario os salérios reais efetivos da economia doméstica e do resto do mundo forem iguais.
Com excegdo do ponto (k,,1) os demais pontos do continuum {(k,/)0© 00% :k=k_ =k } s,
do ponto de vista da teoria dos jogos evolucionarios, equilibrios de estratégia mista, ja que existem
tanto individuos que adotam a estratégia "trabalhar na economia doméstica’ quanto individuos que
optam pela estratégia "trabalhar no resto do mundo”.

Os resultados sobre a existéncia de equilibrios no sistema (4.1) expostos nos dois Ultimos
parégrafos séo sintetizados na proposicdo 1 adiante e demonstrados formalmente no Apéndice 1.

PROPOSIGAO 1. Sgam K. e K, valores definidos implicitamente por (3.12) e (4.2), respectivamente.
Se k, # k. entdo o sistema (4.1) apresenta, supondo Sf (k) = (J + n+ X)k >0, um Unico estado de
equilibrio isolado (k,,1) 1 ©. Se k, =k, ent&o existe um continuum de equilibrios, ou sega, todos os
pontos pertencentes ao subconjunto {(¢,k)0© 0 0% :k=k, =k } sfo estados de equilibrio do

sistema (4.1).
PrROVA: Apéndice 1.

As caracteristicas qualitativas da dindmica gerada pelo sistema (4.1) encontram-se
sintetizadas nos diagramas de fase na Figura 2- Considerando a dindmica de replicacéo (3.6), o
fluxo migratorio liguido € nulo em qualquer estado no qua a fracdo da populacdo mundial
trabalhando na economia doméstica seja igual a um. Além disso, qualquer estado caracterizado por
uma razéo capital-trabalho efetivo igual a k. gera também um fluxo migratorio liquido nulo, pois o
sdério efetivo doméstico se iguala ao saario efetivo do resto do mundo. Portanto, no locus na
forma de um "T" definido pelo conjunto {(k,#)00: ¢ =JU{(k,/)0O:k =k} temse /=0. Para
estados nos quais k> k. o salério real efetivo doméstico é superior ao salario real efetivo do resto
do mundo havendo, consequentemente, um saldo migratorio liquido para a economia doméstica, ou
sgja, £ >0. Se k <k_ 0 oposto acontece, isto &, £ <O0.

A partir da primeira equacio em (4.1) obtém-se a expressio que define a isoclina k =0,
dagui em diante denominada curva de demarcacéo k:

L=1-y(Kk), 4.3)
na qual

Wil = S =(B+n+ Xk

= - , (4.4
[f(k) -k '(K) - el (k- k)

definida emtodo k(OO tal que [ f (k) —kf'(k) —a](k — k) #0. Como, por hipétese, k >« , acurva
de demarcacéo k é definida paraqualquer k Z k. .

16 Este estado estacionério é parametrizado pelo mesmo conjunto de varidveis exégenas que o estado estacionério do
modelo Solow-Swan de uma economia fechada com progresso técnico Harrod-neutro. Além disso, os efeitos de tais
variaveis exdgenas sobre o0 estado estaciondrio sdo idénticos nos dois casos.



Para grafar a curva de demarcacdo k deve-se estabelecer previamente as posicoes relativas
de k. e k, no eixo k do plano de fases. Suponha que no estado estacionario Solow-Swan a

economia doméstica sgja uma receptora liquida de méo-de-obra, ou sgja, k, >k (cf. Figura 2-a).
Considerando (4.3) e (4.4), para k=k, >k, tem-se ¢(k,) =0 e, portanto, /=1. A curva de

demarcacio k, como deveria ser, cruza a curva de demarcagdio ¢ (isoclina £/ =0) no estado
estacionario com estratégia pura (k1) .

[FIGURA 2 AQUI]

Supondo 0< /¢ <1 infere-se que a parte economicamente relevante da curva de demarcacdo
k encontra-se na regido {(k,/)0O:k, <k<k.} . Observando a equacdo diferencial associada a
razédo capital-trabalho efetivo em (4.1), vé-se que para qualquer k[ (x,k.] o investimento per
capita supera a taxa de depreciacéo liquida e, como o salario efetivo doméstico € menor ou igual ao
sdério efetivo do resto do mundo, o saldo migratério liquido negativo reforca este efeito do

investimento, de modo que a razdo capital-trabalho efetivo cresce, isto é k>0. Exatamente o
oposto acontece se kO(kg,0), ou sga, k<0. Enfim, o subespaco de estados
{(k,/)DO:k, <k<k]} € ondeaeconomia domestica pode apresentar uma razéo capital-trabalho
efetivo estacionéria (k =0).

A inclinagdo da curva de demarcagcdo k no subespago {(k,/)0O:k. <k<k,/} é obtida
derivando a funcéo (4.3) com relacdo arazdo capital-trabalho efetivo:

o _
=Y. (459)

sendo:
YK = [sF'(K) ~(S+n+X)][f (K) ~K'(K) —ad (k—4) ~[F () ~(S+n+XK[f () ~K () @ —K"K) K-K)]

[F(Q-K'(K) -l k=)’

No intervalo (k. k,) temse f(k)-(d+n+xk>0, f(k)-k'(k\-a>0, f"(k)<O0 e k-« >0,
porém a expressdo §'(K)—(d+n+X) apresenta sina indeterminado. Logo, a funcdo (4.5) pode ndo
ser monotonicano intervalo (k. k).

A funcdo (4.4) apresenta 0 seguinte comportamento na fronteira do intervalo (kK] :

fim (k) = S (k)= (@+n+xk, | 1’ _[ sf(k) = (8 +n+xk, R
Kok (k, —K) -k f(K) —kE'(K) — (k, - k)

lim sf (k) = (J +n +X)k 0
lim (k) = ——< = =0 (4.6)
keks [f (k) =k F(ko) —al(ks =) [(Kk,) =Kk F'(Ks) - al(ks =)

Pelo teorema do valor intermediario, entdo, infere-se que existe um k, tal que ¢/(k,) =1. Suponha
que k,, € unico. Como

$'(k)=(d+n+X)
[fk) -k () -adk-x)

Yk)= <0, (4.7)
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deve-se ter ¢'(k) <0 em uma vizinhanga em torno de Kk, pois do contrério k, ndo seria unico.

Dessa forma, considerando (4.5), conclui-se que em uma vizinhanga a direita de k, a curva de

demarcacdo k € positivamente inclinada. Em uma vizinhanga suficientemente pequena de k, a

curva de demarcacdo k € também positivamente inclinada, pois por (4.5) e (4.7):
o, ['() ~(@+n+¥)]

e S (AR P e i

Portanto, a curva de demarcacéo k pode apresentar uma reversdo de inclinagdo somente no interior
do intervalo (k,.k.], como ilustrado na Figura 2-a. Se isso ocorre ou ndo, dada a unicidade do

ponto (k,,0), éirrelevante para as conclusdes qualitativas sobre a dindmica do sistema que seguem.

(4.8)

Para se ter 0</<1 afungdo ¢ deve obedecer as restricdes 0< ¢/(k) <1. Desde que
sf(K)—-(0+n+xk=0, f(k)-kK'(k)—«>0 e k-« >0 no intervalo (k_,K.], a restricdo anterior é
satisfeita se paratodo kO (k.,k]:

o (K) = (3+n+x)k <[ f (K) -k '(K) -] (k—K), (4.9)

condicéo suposta valida daqui em diante.

No intervalo (k. ,k,) tem-se:

g—§=[f(k)-ﬁ'(k)-d(k-K)]>0, (4.10)

0 que indica que para uma dada razéo capital-trabalho efetivo aumentos da fracéo de individuos
residindo na economia domeéstica gera uma expansao da taxa de variacdo da razdo capital-trabalho
efetivo. Pontos localizados na regido {(k,/)0O:k. <k<k]} e abaixo (acimd) da curva de
demarcacéo k, entdo, apresentam uma taxa de variacdo da razéo capital-trabalho efetivo negativa
(positiva). 1sso completa a construcéo do diagrama de fase da Figura 2-a.

Na hipétese de que a economia doméstica seja uma fornecedora liquida de méo-de-obra no

estado estacionario Solow-Swan, ou sgja, k, <k_, uma andlise andloga a realizada anteriormente
(cf. Apéndice 2) permite concluir que o estado estacionario com estratégia pura (k,,1) torna-se um
repulsor e a economia domestica tende a extingao.

Ha ainda uma terceira possibilidade, a saber, a de que a economia doméstica apresente um
saldo migratorio liquido nulo, ou sgja, que k. =k,. Neste caso a curva de demarcagdo k coincide

com a curva de demarcacdo ¢ havendo, como ja demonstrado, um continuum de equilibrios que
corresponde ao conjunto {(k,/)0O©:k=k, =k .} . Assm, para qualquer razdo capital-trabaho
efetivo menor que a razéo capital-trabalho efetivo Solow-Swan, a economia doméstica apresentara
um saldo migratério liquido negativo (£ <0) e um investimento per capita superior a depreciacio
liquida (k >0). Os respectivos sinais se invertem caso a razdo capital-trabalho efetivo da economia
doméstica sgja maior que arazado capital-trabalho efetivo Solow-Swan (cf. Figura 2-c).

Em suma, se no estado estacionario Solow-Swan a economia doméstica é uma receptora
liquida de forca de trabalho tal economia absorvera toda a populagdo mundial. Caso a economia
domestica sgja uma fonte liquida de forca de trabalho no estado estacionério Solow-Swan, entéo ela
tende a extingdo. Finamente, se a economia doméstica apresentar um saldo migratorio liquido nulo
no estado estacionario Solow-Swan a distribuicdo da populacdo mundial no estado estacionario
dependerd do estado inicial da economia doméstica. A partir da andlise qualitativa redizada
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anteriormente pode-se estabelecer a seguinte proposicdo concernente ap comportamento dinamico
do modelo:

PROPOSIGAO 2. Se no estado estaciondrio com estratégia pura (K,,) 1O tem-se f(k,)—k f'(k,)]-w>0,
entdo (k,,1) 1O ¢ globamente assintoticamente estavel. Se f(k.)—k f'(k.)]-w<0, entdo (k,,) 1O é
instavel, mais precisamente um ponto de sela cujo ramo estavel é o locus {(k,/)0O©:kzk. e (=1, e
para qualquer condicdo inicial (K,,/,)0int® temse ¢ - 0". Se f(k,)—k f'(k)]-w=0, entdo a
economia domeéstica converge para um dos estados estacionarios com estratégia mista do subespaco

PrROVA: Apéndice 2.

Os resultados qualitativos relativos as dinamicas do modelo enunciado na proposicéo
anterior diferem dos resultados de livro-texto (cf. Barro e Sala-i-Martin, 2001, subsecdo 9.1.1). Em
primeiro lugar, no modelo aqui proposto ndo pode haver coexisténcia da economia doméstica com o
resto do mundo caso a primeira seja uma receptora ou fornecedora liquida de méo-de-obra, ou sgja,
a economia doméstica ndo pode ser uma "perpétua’ fornecedora ou receptora de méo-de-obra. Em
contraste, no modelo apresentado na segunda secdo ndo aparece restricdo, a economia
domeéstica pode ser uma fornecedora ou receptora liquida de méo-de-obra ad infinitum. Em segundo
lugar, caso a economia doméstica sgja representativa do resto do mundo, ou sgja, apresente um
saldo migratorio liquido nulo devido a igualagdo dos salarios reais efetivos, o tamanho relativo da
economia doméstica depende das condicbes iniciais desta economia. Em outros termos, ha um
fendbmeno de path dependence, ou sga, 0 tamanho relativo da populacdo doméstica no estado
estacionario depende da distribuicdo inicial da populacdo mundial. No modelo de referéncia ndo se
extraiu qualquer conclusdo sobre o tamanho relativo da populacdo doméstica. Em suma, com 0
modelo construido nesta secdo sdo acancados 0s mesmos resultados relativos a estabilidade
assintética do estado estacionario Solow-Swan com migracéo e, além disso, obtidos resultados
adicionais sobre a distribuicéo relativa da populagdo mundial.

A conclusdo de que a economia doméstica pode ser indefinidamente uma fornecedora ou
receptora liquida de méo-de-obra, no caso do modelo de referéncia, e se extinguir ou absorver toda
a populacdo mundia, no caso do modelo evolucionario aqui apresentado, ndo sdo resultados
empiricamente razoaveis. Para resolver este problema de predicdo, Barro e Salai-Martin (2001,
subsecéo 9.1.3), inspirados em Braun, introduzem uma forma de retornos decrescentes de escala na
economia doméstica, supondo que um aumento da populacdo congestiona um recurso disponivel
em quantidade fixa, tal como recursos naturais ou oferta de bens publicos. Com esta nova
Suposicao, os resultados ndo condizentes com a evolucéo histérica das economias séo eliminados no
modelo de referéncia. Na proxima secéo sera avaliada tal hipotese de retornos decrescentes gerados
pela migracdo é também capaz de eliminar as predicOes irredistas do modelo evolucionario aqui
desenvolvido.

5. AINTERAGCAO ENTRE O PROCESSO MIGRATORIO E A DINAMICA DE CRESCIMENTO NA PRESENGCA
DE UM EFEITO CONGESTIONAMENTO

Seguindo Braun (1993 apud Barro e Saai-Martin, 2001, p. 300) admite-se que a economia
domestica é dotada de um dado estoque fixo e exogenamente determinado de um fator de producéo,
como por exemplo recursos naturais ou um bem livre qualquer disponivel aos residentes em uma
guantidade fixa. Além disso, supBe-se que a dotacdo per capita deste recurso fixo afeta o
produtividade dos fatores de producdo utilizados pelas firmas da economia domeéstica. Em termos
formais, considera-se que as firmas domésticas defrontam-se com uma funcéo de producéo do tipo:

Y = F(K,L)(R/L), (5.1)
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naqua R >0 éuma constante exdgena, que representa o estoque fixo de um fator de produczo, A
€ uma constante exégena tal que 0<A<1 e F(K, I:) a funcdo de producdo neoclassica bem

comportada especificada em (2.1). Cada firma doméstica toma como dada a populacdo da
economia’’ e, portanto, produz sujeita a uma funcéo de producdo com retornos constantes de escala.
Todavia, a economia como um todo apresenta retornos decrescentes de escala com relacdo ao
estoque de capital e a populacdo, pois 0 crescimento da populacdo gera um congestionamento na
utilizacdo do fator fixo R .*®

A funcdo (5.1) pode ser expressa naforma intensiva em unidades de eficiéncia como segue:

f(K)(RIO), (5.2)

naqual f(k)=F(k1l eR=R/N.

Sera assumido, como fizeram Barro e Sala-i-Martin (2001, p. 302), que a taxa natural de
crescimento da populagdo mundial é nula (n=0). Com base nessa nova fun¢éo de producéo (5.2), o
sistema (4.1) transforma-se em:

k =sf (K)(R/0)* = (5 +x)k = @A-O{[ (k) =k "(K](R/ )" =} (k- k),

. (5.3)
C=0@A- [ f (k) -k '(KI(R/ )" —a.

Esse novo sistema ainda tem como espaco de estados © ={(k,/)00%:0</<1}.

Essa versdo estendida do modelo apresenta apenas um estado estacion&rio com estratégia
pura. Nesse a populacédo do resto do mundo € completamente absorvida pela economia doméstica
(¢ =1) e arazéo capital-trabalho efetivo € igua a razéo capital-trabalho efetivo estacionaria Solow-
Swan kg, agora definida implicitamente pela nova condicéo:

s (k,)R" = (J+x)k_ =0, (5.4)

gue torna arazdo capital-trabalho efetivo domeéstica estacionaria.

O gstema (5.3) apresenta, também, um Unico estado estacion&rio com estratégia mista.
Neste estado estacionario existem tanto individuos optando pela estratégia "trabalhar na economia
domestica" quanto individuos adotando a estratégia "trabalhar no resto do mundo”. Tal equilibrio,

denotado por (k”,¢"), é definido pelo seguinte conjunto de condicdes: ™

. N TP
g*:{[f(k)—kf(k)]R} | (5.5)
w
s—f('f*)—(5+x){f(k*)_k*f'(k*)}:o. (5.6)
Kk w

A condicéo (5.5), obtida da segunda equacéo em (5.3), fornece o valor da fracdo de individuos da
populacdo mundial que estdo adotando a estratégia "trabalhar na economia doméstica" que gera um
sdério efetivo doméstico igual ao salério efetivo do resto do mundo. A condicéo (5.6), obtida a

17 Ou sgja, toma como exégeno o termo (R/ L)% .
8 Faca G(K, L) = F(K,L)(R/L)". Logo, considerando (2.1), G(3K, A.) = B"G(K, L) paratodo 3> 0.

Por hipdtese, 0< A <1, entdo 0<1- A <1. A funcdo de producio (5.1), portanto, apresenta retornos decrescentes
de escalacom respeitoaK eL.
9 A derivacéo destas condigBes aparece no transcorrer da demonstragdo desenvolvida no Apéndice 3.
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partir de primeira equacéo em (5.3), define implicitamente a razéo capital-trabalho efetivo tal que o
investimento per capita iguala-se a taxa de depreciacdo efetiva quando o saario efetivo doméstico €
igual ao salério efetivo do resto do mundo.

A proposicdo adiante sintetiza a argumentacdo apresentada nos paragrafos anteriores,
explicitando formalmente as condigbes suficientes para existéncia dos estados estacionarios de
estratégia pura e mista.

PrOPOSICAO 3. Sga k. o vaor definido implicitamente por (3.12). Supondo

s (k)R* = (0 + x)k >0, existe um Gnico equilibrio de estratégia pura (Izs,l)DG), sendo IZS
definido implicitamente por (5.4). Além disso, ha um Unico equilibrio de estratégia mista
(k",¢") 0O definido pelas condigdes (5.5) e (5.6) se [ f (k") - k™ f'(K))]R! <w.

PrROVA: Apéndice 3.

A economia doméstica podera absorver toda a populacdo mundial caso €la se encontre
suficientemente proxima do estado estacionario de estratégia pura e apresente um saario efetivo
maior que o do resto do mundo. Em outras palavras, se a economia doméstica for uma receptora
liquida de méo-de-obra no estado estacionario de estratégia pura tal estado € um atrator local do
sistema econdmico.

Entretanto, caso a economia sgja uma fornecedora de méo-de-obra no estado estacionario de
estratégia pura, por apresentar um salério efetivo inferior ao saario efetivo do resto do mundo,
mesmo que se encontre suficientemente proxima a tal trajetéria de crescimento equilibrado com
extingdo do resto do mundo, ela ndo convergira para esta Ultima. Em outros termos, sob a hipétese
de que a economia doméstica sgja uma fornecedora liquida de emigrantes no estado estacionario de
estratégia puratal estado torna-se um repulsor local do sistema econdmico.

Independentemente da posicdo da economia doméstica, no que diz respeito ao sado
migratério liquido,® o estado estaciondrio com estratégia mista serd um atrator local do sistema
econdmico. Ou sgja, se a economia doméstica encontrar-se suficientemente proxima da trajetoria de
crescimento equilibrado com estratégia mista ela convergira para esta Ultima. Segue uma sintese dos
resultados de convergéncia discutidos até aqui.

PROPOSICAO 4. Se no estado estaciondrio com estratégia pura f(IZS)—IZSf'(IZS)]R” -w>0 entdo o
ponto de equilibrio (IZS D00 sxd locamente assintoticamente  estavel.  Se
f(IZS)—IZSf'(IZS)]R” —w<0 entdo o ponto de equilibrio (IZS 1) 0O serd locamente instavel, mais
precisamente um ponto de sela cujo ramo estével serd o locus {(k,/) 0O : k # IZS e (=1.0estado

estacionério com estratégiamista (k™ , ¢ ) 0O élocalmente assintoticamente estavel.
PrROVA: Apéndice 4.

Quando a economia doméstica na vizinhanga do estado estacion&rio com estratégia pura
apresenta um salério efetivo maior que o salério efetivo do resto do mundo, o sistema econdémico
apresenta duas bases locais de atracdo: uma em torno do estado estacionario com estratégia pura e
outra em torno do estado estacionario com estratégia mista. Mais uma vez aparece no modelo a
propriedade de path dependence, ou sgja, a depender do estado inicial da economia doméstica ela
podera convergir para uma ou outra destas trgjetorias de crescimento equilibrado.

6. CONSIDERACOES FINAIS

2 Fornecedora ou receptora liquida de mao-de-obra.
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Neste trabalho apresentou-se um modelo de crescimento econdémico do tipo Solow-Swan
com migracdo. O fluxo migratorio foi modelado como um jogo evolucionario, mais precisamente
como uma dindmica de replicacdo, a partir da hipotese de que os trabahadores apresentam
diferencas idiossincréticas com respeito as suas metas salariais.

Os resultados alcangados em parte corroboram os obtidos na abordagem tradicional. Ou sgja,
as caracteristicas de longo prazo da economia doméstica dependem fundamentalmente do seu saldo
migratério liquido no estado estacionario. Todavia, novos resultados foram obtidos. Na versdo sem
efeito congestionamento do modelo evolucionario a economia domeéstica converge para o estado
estacionario se absorver completamente a populacdo do resto do mundo, 0 que acontece se ela
apresentar nesse estado um salario efetivo superior ao do resto do mundo. Se a economia doméstica
em seu estado estacionario apresentar um salario efetivo inferior ao do resto do mundo, toda sua
populacdo acabara emigrando para esse Ultimo. O modelo evolucionario sem efeto
congestionamento, portanto, pde em evidéncia a imposshbilidade de existéncia da economia
domeéstica como um sistema distinto do resto do mundo, deduzida no modelo de referéncia sem
efeito congestionamento. Em outras palavras, 0 modelo evolucionario sem congestionamento torna
explicita, diferentemente do modelo de referéncia sem congestionamento, a impossibilidade da
economia doméstica trilhar sua trajetéria de crescimento equilibrado como uma perpétua receptora
ou fornecedora liquida de méo-de-obra.

No modelo de referéncia sem congestionamento infere-se a coexisténcia da economia
doméstica e do resto do mundo somente se ocorrer a homogeneizacdo dos salarios efetivos entre
essas duas regides, quando a economia domestica encontrar-se em seu estado estacionario. Essa
mesma conclusdo é extraida do modelo evolucionario sem congestionamento. Todavia, do modelo
evolucionario € inferido um resultado adicional, a saber, o tamanho relativo da populacdo da
economia domeéstica depende das condicdes iniciais dessa Ultima.

A possibilidade de extingdo da economia doméstica ou do resto do mundo néo é sustentada
pelos fatos. Uma das causas desta predicdo € encontrada na hipétese implicita de que o crescimento
(declinio) populaciona acelerado pela imigracdo (emigracdo) liquida ndo acarreta um
congestionamento (descongestionamento) dos fatores/recursos fixos da economia doméstica. A
incorporacdo do efeito congestionamento a0 modelo evolucionario ndo exclui a possibilidade de
fusdo da economia doméstica e do resto do mundo em uma Unica economia, caso a economia
domeéstica apresente um diferencial de sadarios efetivos atrativo em seu estado estacionario.
Entretanto, a introducdo do efeito congestionamento trouxe a tona a possibilidade de convergéncia
para um estado estacion&rio com a existéncia smulténea da economia domeéstica e do resto do
mundo.

Uma comparacdo mais precisa entre as predicdes do modelo de referéncia e o modelo
evolucionario poderia ser alcancada atraves da comparacdo das propriedades de convergéncia desse
ultimo com as respectivas propriedades de convergéncia do modelo de referéncia. Para findlizar,
cabe destacar a possibilidade de uma outra extensdo do presente trabalho, a saber, o estudo da
dindmica resultante do acoplamento da dinamica replicadora aqui derivada e do modelo de Ramsey
com migracdo. Esta seria uma maneira de testar a robustez dos resultados obtidos no presente
trabalho quando a poupanca passa a ser uma variavel endégena.

APENDICE 1: PROVA DA PROPOSIGAO 1
Um estado de equilibrio do sistema (4.1) € uma solucdo do seguinte sistema:
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s (K) = (0 +n+x)k=@1-0)[f(k)-kf'(k) —a](k —«) =0, N
C@-0)[ f (k) - kf'(k) -] =0. (A.1)

Considerando a segunda equacdo do sistema (A.1) conclui-se que esta é satisfeita se /=1 ou
f (k) —kf'(k) —a =0. Na presente demonstracdo parte-se da premissa de que existe uma razéo

capital-trabalho efetivo k_, definida implicitamente por (3.12), tal que o fluxo migratorio liquido é
nulo. Dada a existéncia de k, sua unicidade € consequéncia do fato de que
%[ f (k) —kf'(k)]=-kf "(k) >0, devido a premissa de rendimentos fisicos marginais decrescentes
e mercado de trabalho perfeitamente competitivo.

Existéncia do ponto de equilibrio (k,,) 1 O:
Se ¢ =1 entdo aprimeiraequacdo de (A.1) reduz-se &
sf(k)=(0+n+x)k=0, (A.2)

aqual pode ser transformadapara k >« >0 em:
%—(5+n+x):0. (A.2-a)

Portanto, basta prova que existe um vaor k. >« >0 tal que (A.2-3) é satisfeita. Usando a regra de
L'Hoépital e o fato de que Ikim f'(k)=0 (uma das condicbes de Inada) infere-se que

kllrpm[sf (k)/k] =0 e, portanto:
Jl@w{¥—(5+n+x)}:—(5+n+x)<0. (A.3)

Como, por hipotese:
st («) _

(0+n+x)>0 (A.49)

e f(k) é continua em qualquer k=0 infere-se, baseado no teorema do vaor intermediério, que
exiseum k, >« >0 tal que (A.2-a) € satisfeita

Unicidade do ponto de equilibrio (k,,) 0 O:
Desde que a produtividade fisica marginal do trabalho € estritamente postiva, isto €,
f (k) —kf '(k) >0 entdo:

i{w_(5+n+x)}:—s[f(k) —2kf'(k)]<0 (A.5)
ok| k k

e, portanto, o lado esquerdo de (A.2-a) € uma funcéo estritamente decrescente de k. Logo, k. é
anico.

Existéncia de um continuum de equilibrios:

Para que f(k)—kf'(k) -« =0 deve-seter, considerando (3.12), k=k_. Se f (k) -kf'(k) —a =0,
entdo a primeira equacdo de (A.1) reduz-se a
sf (k)= (0 +n+x)k=0. (A.6)
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Esta dltima equacéo € satisfeita se, e somente se, k=K. Logo, a Unica maneira de ambas as
condigOes serem satisfeitas € ter-se k, = k.. Se isto acontecer a solugdo do sistema (A.1) independe

do vaor que a variavel ¢ assume em ©. Portanto, todos os pontos pertencentes ao conjunto
{(k,/)UO:k =k, =k .} sdo pontosde equilibrio do sistema (4.1). ;

APENDICE 2: PROVA DA PROPOSIGAO 2

PARTE 1: O equilibrio (K,,1) é globalmente assintoticamente estavel se f(k.)—k,f'(k,)]-w>0.

A construcdo do diagrama de fases deste caso foi realizada na secéo quatro. A andlise dos autovalores da
matriz Jacobiana da linearizacdo em torno do estado estacionario (k1) esta de acordo com as
conclusdes qualitativas globais obtidas. A matriz Jacobiana da linearizacdo em torno do estado
estacionario (k,,1) édada por:

sf(k) (5+n+x) (f(k) kf(k) a))(k K)
JLk.) = { 0 —(f(k) kf(k) a)) } A7)
cujos autovalores so:
A =sf'(k)—-(0+n+x)<0e A, =-[f(k,)—Kk,f'(k,)—a]. (A.8)

O segundo autovalor € negativo se k, > k.. De (A.8) infere-se, entdo, que o estado estacionario
(k,,)) é um sorvedouro da linearizagdo em sua vizinhanga quando Kk, >k, pois todos os

autovalores associados possuem partes reais negativas. Assim, com base no teorema de Hartman-
Grobman, conclui-se que o estado estacionario (k,,1) €um atrator local se k >k, (cf. Figura 2-a).

PARTE 2: O equilibrio (k,,)) 0O éinstavel se f(k,)—k f'(k)]-w<0e ¢ — 0" se (/,,k,) DintO.
Posicionamento da curva de demarcacéo k no plano de fases:

Suponha k, <k_ (cf. Figura 2-b). Considerando (4.3) e (4.4), para k =k, <k_ tem-se (k) =0 e,
portanto, ¢=1. Logo, o ponto (k,,1) pertence a curva de demarcagéo k. Suponha 0< /¢ <1. Para
qualquer  kO(x,k,] temse sSf(k)-(0+n+x)k>0 e f(k)-kf'(k)\-a <0, logo
k=sf (k)= (d+n+x)k—-1-0[f (k) -kf'(k)-—w](k-«)>0. Para qualquer kO(kg,0) tem-se
s(k)-(0+n+xk<0 e f(k)-kf'(k)—a >0, logo
k=sf (k)= (d+n+x)k—0-0[f (k) -kf'(k)—a](k-«) <0. Portanto, a curva de demarcacdo k é
um subconjunto do subespago {(k,/)JO:k, <k<k.}.

Inclinacdo da curva de demarcacao k:

A inclinagéo da curva de demarcagdo k no subespaco {(k,/) 0O k. <k<k.} édadapor (4.5). No
intervalo (kg k.) temse f(k)—(5+n+xk<0, f(k)-k'(k\-a<0, f"(k)<0 e k-« >0, porém a
expressao §'(K)—(6+n+x) apresenta sinal indeterminado. Logo, a funcdo (4.5) pode ndo ser
monotoénica no intervalo (k_,k.). A funcdo (4.4) apresenta o seguinte comportamento na fronteira
do intervalo [k, k.):

I|m sf (k) = (0 +n+x)k 0

Ilmw(k)— - =0,
[f(ks) ko F'(K,) — (ks =) [f(ks)-ksf (ky) — wl(k = k)

st
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ek F(K) =K '(K) -

sf(kc)—(5+n+x)kc}"m 1 _F(kc)—(5+n+x)kc
(k. =K) )

Nimyk) = { }(-00) = (A.9)

Pelo teorema do valor intermediario, entdo, infere-se que existe um k, tal que ¢/(k,) =1. Suponha

que k,, € unico. Como k, <k, entdo:
$'(k)=(0+n+X)

[fk)-kF()-adk-x)

Pk) = (A.10)

Portanto, deve-se ter ¢'(k) >0 emtodo kO (k, —&,k,) paraum & >0 suficientemente pegqueno,
pois do contrario k, n&o seria tnico. Dessa forma, considerando (4.5), conclui-se que:

o/

x| T ¥ K<Opaa kO(k, —&,k,).

k=0

Em uma vizinhanca suficientemente pequena de k, a curva de demarcacdo k é também
positivamente inclinada, pois por (4.5) e (4.7):

=—limy(k) =— ['(k) ~(0+n+X)] <0 (A.11)

N4
Ilrr]—

o Ky ok [f(k)-k.F'(k) -k, )

ja que k, <k_. Portanto, a curva de demarcacéo k pode apresentar uma reversdo de inclinagéo
somente no interior do intervalo [k, k), como ilustrado na Figura 2-b. Se isso ocorre ou néo, dada
a unicidade do ponto (k,.,0), € irrelevante para as conclusdes qualitativas sobre a dinamica do
sistema.

Determinacao da configuracéo das linhas direcionais do campo vetorial:

No intervalo (kg k.) tem-se:
oK ,
5, S =K W -a k=) <0, (A12)

portanto pontos localizados na regido {(k,/)0JO©:k,<k<k.} e abaixo (acima) da curva de

demarcaczo k apresentam k<0 (k >0). Isso completa a construczo do diagrama de fase da Figura
2-b.

Andlise de estabilidade local via linearizacéo:

Considerando (A.7) e (A.8) infere-se que o estado estacionario (k1) € um ponto de sela da
linearizagdo em sua vizinhanga quando k, <k, ja que os autovalores associados possuem partes

reais com sinais opostos. Assm, com base no teorema de Hartman-Grobman, conclui-se que o
estado estacionério (k1) €um ponto de selalocal se k, <k_ (cf. Figura 2-b).

PARTE 3: O subespaco { (k,/) 1O ¢ <lek, <k <k} éumatrator global se f(k,)—k, f'(k,)]-w=0
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Suponha k. =k . Neste caso, considerando a primeira equagdo em (4.1), aisoclina k=0 éolocus
{(k,))DO:k=k,=k}. Assm, para quaquer k<k =k, temse sf(k)-(0+n+x)k>0 e
f(k)-k'(K)\—a <0, logo k=sf(k)=(0+n+x)k-@1-0[f((K) -k'(K)-a](k-k)>0 e
{=0(1-0)[f(k) -k '(K)—a] <O. Para qualquer k>k =k, temse sf(k)-(d+n+xk<0 e
f(k)-k'(K\-a >0, entdo k=sf(k)-(F+n+xXk-1-0)[f(K) -k'(k)-a](k-k)<0 e
?=0A-0[f(K)—kf'(k) —a] >0. Essa combinacdo das setas direcionais (cf. Figura 2-c) demonstra
que o subespago { (k,/) JO©: ¢ <lek, <k<Kk} éumatrator global. ;

APENDICE 3: PROVA DA PROPOSIGAO 3
Um estado de equilibrio de (5.3) € uma solucdo do seguinte sistema:

s (K)(R/ )" =(3+x)k = (L= O){[ f (K) = Kkf '(K)][(R/ )" = (k= K) =0, (A13)
(A= 0{[f (k) -k '(K(R/0)" e} =0. |

Desde que ¢ >0 infere-se que a segunda equacdo do sistema (A.13) é satisfeita se /=1 ou
[f(k)-kf'(K](R/0)" -w=0.

Existéncia do ponto de equilibrio de estratégia pura (IZS ,0):
Se ¢ =1 entdo aprimeiraequagcdo em (A.13) reduz-se &

s (K)R* —(d+x)k =0, (A.14)
aqual pode ser transformadapara k >« >0 em:
A
S9R" (‘;)R _(5+%)=0. (A.14-3)

Portanto, basta prova que existe um valor IZS >k >0 tal que (A.14-a) é satisfeita. Usando aregrade
L'Hopital e o fato de que Ikim f'(k)=0 (uma das condicbes de Inada) infere-se que

lim [ f (k)R* /k] =0 e, portanto:

m{sf(kk)R” —(5+x)}:—(5+x)<0. (A.15)

li

K = 400
Como, por hipétese:

A
SWR. _(54x>0 (A.16)
K

e f(k) é continua em qualquer k >0 infere-se, baseado no teorema do valor intermediario, que
existe um IZS >k >0 tal que (A.14-9) é satisfeita.

Unicidade do ponto de equilibrio de estratégia pura (IZS 0):
Desde que a produtividade fisica marginal do trabalho efetivo é estritamente positiva, isto €,
[ f(K)—kf'(K)](R/£)* >0 entdo:

i{g(w -(5+X>} )
ok k

_SRIf()-K'K)]
k2

(A.17)
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e, portanto, o lado esquerdo de (A.14-a) é uma funco estritamente decrescente de k. Logo, k, é
anico.
Existéncia do ponto de equilibrio de estratégia mista (k*,¢) :
Se 0</<1 entdo a segunda equacdo de (A.13) é sdatisfeita se, e somente se
[ f(K)-kf'(K)](R/#)" —w=0. Supondo f(k)-kf'(k)# 0 pode-se escrever:
= R[MTA : (A.18)
w

Introduzindo (A.18) em (A.13) resulta:

11(K) = S% 5+ x){%kr'(k)} -0, (A.19)

Portanto, basta provar que existe um valor k' >« >0 tal que (A.19) é satisfeita. Seja k, o valor
definido implicitamente por (3.12). Desde que k. >« > 0 sabe-se que:

CICO
)0,

C

lim 4(k) = (A.20)

Usando a regra de L"Hopital e o fato de que Ikim f'(k) =0 (uma das condicOes de Inada) infere-se

que:
lim[ f (k)/K] =0 . (A.21)

Além disso, dado que %[ f (k) —kf'(k)]=—kf "(k) >0 decorre que o salario doméstico efetivo é
uma funcéo estritamente crescente da razéo capital-trabaho efetivo e, portanto:
Ikim[ f (K) — kf (k)] = co. (A.22)

Os limites (A.21) e (A.22) permitem concluir que:

lim 2(k) = Lig;{% _(G+ %W} - 0. (A.23)

Como f (k) €umafuncdo C' em qualquer k>0, a partir de (A.20) e (A.23) infere-se, baseado no
teorema do valor intermedidrio, que existe um k' >k_ >« tal que vae (5.6). Sendo assim, por
(A.18) existe para cada k” um Unico valor bem definido de ¢* >0 dado por (5.5). Considerando
(5.5), paraque setenha ¢* <1 aseguinte condicio deve ser satisfeita:

F(K)-K f'(K)R <w. (A.24)

Unicidade do ponto de equilibrio de estratégia mista (k*,¢) :
Desde que f (k) —kf'(k) >0 e f"(k) <0 entdo:

_S (k) -k (k)] , (0+x)ki"(k) _ (A.25)

Ik:
H'(K) 2 -
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e, portanto, (k) € uma funcdo edritamente decrescente de k. Logo, k™ €  (nico,
consequentemente, considerando (5.5), o ponto (¢°,k”) € nico. ;

APENDICE 4: PROVA DA PROPOSICAO 4

A matriz Jacobiana da linearizacdo em torno do estado estacionario (IZS 1) édadapor:

s‘(kS)R” (5+x)1{[f(k) k (IR ~ad (=) - A (kR (A.26)

Ik,
)= ~{[F (k) -k F (IR~}

daqual obtém-se:

detd(k,.) = ()R —(@+Q]{[f (k) k. f (IR -,
e (A.27)

trak, ) = '(k)R' ~(3+x) ~{[f (k) k. F (K)IR' - .

Dado (A.27), desde que sf'(IZS)R” —(0+x) <0, conclui-se que o ponto de equilibrio (I-<~S 1) serdum
sorvedouro da linearizagdo em sua vizinhanga caso f(IZS)—IZS f ’(IZS)]R” —w>0, pois sob a hipétese de
gue a economia doméstica € uma fornecedora liquida de méo-de-obra neste estado estacionario tem-
e detJ(kS D)>0e trJ(k ) <0. Pelo teorema de Hartman-Grobman, entdo, conclui-se que o ponto de

equilibrio (kS 1) do ssema (5.3) € um atrator local se f(IZS)—IZSf’(IZS)]R” -w>0. Quando a
econorpia dgmégica € receptora liquida de méo-de-obra no &stago estacionario em questéo, isto €,
e f(k)-k f'(k)R' —w<0, entdo o ponto de equilibrio (k,,)) serd um ponto de sela da
linearizacdo em sua vizinhanca, ja que detJ(IZS,]) <0. O ramo estavel sera o locus
{((,k)0O:f=1lek # IZS} . Conseguentemente, pelo teorema de Hartman-Grobman, conclui-se que
0 ponto de equilibrio (I-<~S J1) do sstema (5.3) é um repulsor em uma vizinhanca deste ponto contida
no conjunto {(k,?) 1@:k #k_ e ¢ <1} se f(k)—k_f'(k)JR' —w<O0.

A matriz Jacobiana da linearizac&o em torno do estado estacionario (k* ?") édadapor:

D01 i )
o Sr(k){(l YK KK -x)-F(K) - kf(k)]} —(1 f)w(k ~K) = (5+><)k
J( k) == - -+ :
MCa ) .
Sf(k)[f(l f)(k) f(k)] (1 f)/lw
(A.28)
daqual obtém-se:
detJ(k", ¢ )—(5 X;(1 Vs fF(K)-K f'(kK)]-(0+X(K)*f"(K)}>0,
e (A.29)

trJ(k*,z*)_(;( X;{(l MK ) F'KIK -K) - FK)-K F' K- )Aw<0.
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De (A.29) infere-se que o ponto de equilibrio (k™,¢") é um sorvedouro da linearizagdo em sua
vizinhanca. Pelo teorema de Hartman-Grobman, o ponto de equilibrio (k™,¢") do sistema (5.3) €
um atrator local. ;

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

BARRO, R. J.,, SALA-i-MARTIN, X. Economic growth. Cambridge: MIT Press, 2001.

BONOMO, M., CARRASCO, V., MOREIRA, H. Aprendizado evolucionario, inércia inflacionaria
e recessdo em desinflagdes monetarias, Revista Brasileira de Economia, v. 57, n. 4, out.-dez., 2003.

HOFBAUER, J., SIGMUND, K. The theory of evolution and dynamic systems. Cambridge:
Cambridge University Press, 1988.

PRADO, E. F. S. Dilema dos prisioneiros e dinamicas evolucionérias, Estudos Econdmicos, v. 29,
n. 2, abr.-jun., p. 249-266, 1999.

. Dois modelos classicos de economia monetaria, Economia Aplicada, v. 5, n. 3,
jul.-set., p. 547-567, 2001.

PRADO, E. F. S, KADOTA, D. K., SOROMENHO, J. E. C. Survival of Technologies: an
evolutionary game approach, Economia Aplicada, v. 7, n. 2, jun. 2003,

SAMUELSON, L. Evolutionary games and equilibrium selection. Cambridge: MIT Press, 1997.

SILVEIRA, J. J. Ciclos classicos num ambiente de racionalidade limitada, Estudos Econdmicos, V.
33, n. 4, out.-dez., p. 701-734, 2003.

; SANSON, J. R. The Harris-Todaro labor allocation mechanism as an evolutionary game.
In: ENCONTRO NACIONAL DE ECONOMIA, XXXI, 2003, Porto Seguro. Anais do XXXI
Encontro Nacional de Economia. Porto Seguro: ANPEC, 2003. 1 CD-ROOM. Disponivel em:
http://www.anpec.org.br/encontro2003/artigos/F36.pdf. Acesso em: 5 maio 2004.

SOROMENHO, J. E. C., KADOTA, D. K., PRADO, E. F. S. Scde and externdlities in an
evolutionary game model, Estudos Econdmicos, v. 31, n. 3, jul.-set., p. 529-550, 2001.

VEGA-REDONDO, F. Evolution, games and economic behaviour. Oxford: Oxford University
Press, 1996.

WEIBULL, J. W. Evolutionary game theory. Cambridge: MIT Press, 1995.

22



sf(x)/xf---
I O +n+x+E (k)

d+n+x st(k)/k

O +n+x+§(1<)---:

Figura 1. Diagrama de Crescimento do Modelo de Referéncia
Fonte: Barro e Sala-i-Martin (2001, p. 290). (Adaptada pelo autor).
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(c) Caso k, =k,

Figura 2. Macrodindmicas de Crescimento
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